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THEORIE DES ENSEMBLES. — Paramérrisations des ensembles coanalytiques @ coupes
relativement non maigres. Note (*) de Richard Daniel Mauldin et Shashi Mohan: Srivastava,
présentée par Gustave Choquet. :

Un théoréme de sélection pour les multifonctions 4 valeurs dans les ensembies coanaiyligues non maigres dans
leur adhérence est établi dans cette Note, el utilisé pour démontrer Pexistence de paramérisations d'ensembles
coanalyliques & coupes relativement pon-maigres.

We prove a selection theorem for multifunctions with coanalytic, relatively non-meager vahws.  This result is then
used to derive th existence of parametrizations of coanalytic sets with relatively non-meager sections..

1. InvroDUCTION. — Dans la suite nous travaillons dans ’espace de Baire o® des suites
infinies d’entiers. Nous fixons une énumération récursive des suites finies d’entiers, et pour
chaque entier s nous posons N,={acw® : 5co }, ot 5 est Ia suite codée par s.

DerraTion 1, = Soit I une classe d’ensembles. Un ensemble A « @ est dit T-normal si
Pensemble R, =@ défini par :

SER, = N, nA#£D,

est dans I {la F-normalité est en fait une propriété de I'adhérence A de A).

Cette notion est due & A. Maitra, et représente une version locale de la mesurabilité des
multifonctions. Elle n’est évidemment intéressante que lorsque I est une classe effective
{A,T] ou Z1).

Notre résuitat de sélection est le suivant :

THEOREME 1. — Soit Pcw® x 0® un ensemble 1}, et Acw® un ensemble L. Supposons
1 1+ SUPPOSL

gue P et A vérifient :

(@) pour tout weA, la coupe P, est non vide, et non maigre dans P ;
(b) il existe R w® x o, ReA] tel que pour tout aeA, et tout SEW, on ait ;

Rio,s) & P, N, #0

(¢’est-d-dire que chaque coupe P,, ac A, est A} (a)-normale, uniformément en ).

1l existe alors un ensemble A}, Q = ® x ©° qui est une sélection de P, c’est-d-dire que pour
tout o dans A avec Q,<P,, Q, est non maigre dans w}swa, et de plus Q, est G; et les Q, sont
uniformément Aj (ot)-normaux en ce sens qu'il existe S a® x @, S A}, tel que pour we A on ait
S{o, 8) «= Q, AN £D. De pius, si les P,,x€ A, sont denses-en-soi, on peut srouver Q tel que
les Q, ot ae A, le soient aussi.

Remargue. — La premiére partic de Pénoncé est une généralisation dun résultat de
A. Maitra [4], qui démontre, avec les mémes hypothéses que celles du théoréme 1, Pexistence
d’une fonction Al-récursive f: ©° — ©° telle que pour tout a€ A on ait é, f{x))eP.

La démonstration du théoréme 1 utilise le lemme suivant de A. Maitra {4},

Lemme 2. ~ Soit E un ensemble fermé et Al (o)-normal, et soit B< E un ensemble Tl et
maigre dans E. Pour tout point Be B, il existe un arbre T de suites finies dentiers, T & A} {u), tel
qu'en notant {T] le fermé formé des branches de T, [T} soit un Jermé rare dans E, avec Be]T].

Nous indiquons dans la section 2 la démonstration du théoréme 1. Les résultats de
paramétrisation sont indiqués dans la section 3. Aides apportées lors de nombreuses
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discussions, par A. Maitra et H. Sarbadhikari au second auteur et de A. Louveau pour la
préparation de cetie Note. ‘

2. DEMONSTRATION DU THEOREME 1. ~ Le premier pas dans la preuve correspond au cas ou
P, est comaigre dansP , pour chaque aeA.

THEOREME 2. — Supposons les hypothéses du théoréme 1, et aussi que pour tout o€ A on ait
© P, soit comaigre dans P ,. Il existe alors un ensemble A, Q' < @ X 0° x 0 tel que pour tout net
pour tout e A, la coupe Q,, , soit un fermé rare dans P, et que pour chaque o€ A, on ait

isu_PuC‘ U Q;. «

Démonstration. — Pour ae A fixé, 'hypothése de A} {o}-normalité de P, implique que le
fermé P _soit Al (o)}-normal. De plus P, — P, est un ensemble 31 (o) maigre dans P Par suite
ie lemmme de Maitra s’applique. La version uniforme désirée s’obtient par un argument de
sélection Aj-récursive.

Remarque. — Dans sa version de type classique, ce résultat étend un résultat obtenu
indépendamment par Cenzer et Mauldin [2] et Hillard {3] : Tout analytique & coupes maigres
{(dans le produit de deux espaces polonais) est contenu dans la réumion d’une suite de
boréliens & coupes fermées et rares. '

Démonstration du théoréme 1. — Puisque pour chaque o, P, est non maigre dans P, on
peut choisir un ouvert fermé élémentaire N, (dépendant de o) tel que P, AN, soit
comaigre dans P, " N,y Le choix de Ny, peut &tre fait de maniére Aj-récursive par un
argument de sélection. On est ainsi ramené aux hypothéses du théoréme 2. 81 Q' est

Pensemble Al dont ce théoréme assure Pexistence, il suffit de poser Q, =P, n Ny, — 1 Q, o
L
On vérifie que Q répond a la question.

3. RESULTATS DE PARAMETRISATION. — Dans la suite, F désigne une multfonetion T - X,
ou T est un ensemble analytique d'un espace polonais, et X un espace polonais, et ot F
vérifie les conditions suivantes :

{a) pour tout 1T, F(1) est non maigre dans F(1), et non vide;

(b) le graphe de F={{r,x}eT xX: xeF(!‘)} est coanalytique dans T x X;

(¢} F est mesurable, i. e. pour tout U ouvert de X, {reT : F(1)nU#@ | est borélien
dans T.
De plus, comme tout espace polonais non dénombrable est boréliennement isomorphe & ©*,
nous supposons T<w®. Le prefnier & considérer cette classe de multifonctions est
J. P. Burgess [1], qui & démontré que F admet toujours une selection borélienne.

Une paramétrisation de F est une bijection g : T x X — Graphe (F) telle que pour 1 fixe,
g1, .)soit surjective de X sur F (7). La paramétrisation g est borélienne si g est une fonction
borélienne [ce qui nécessite que Graphe (F) soit borélien]. Plus généralement, si A est une

tribu sur T x X et Graphe (F)e A, la paramétrisation g est A-mesurable i les fonctions g et

g~ ' sont A-mesurables.

Le résultat que suit est fa relativisation directe du théoréme 1. Il montre que le probiéme de
trouver une paramétrisation pour F se réduit au cas de multifonctions dont les valeurs sont
des G,
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THEOREME 4. — [l existe une multifonction H - T — X telle que H soit Borel mesurable, de
graphe borélien, et que pour chague 1 € TH (1) soit un Gy non maigre dans F{t). Si de plus F (1)
est dense en soi, pour teT, alors H(t) peut étre pris dense en soi.

En utilisant un résultat de paramétrisation borélienne pour les multifonctions a valeurs
G, ({5, th. 5.1}, et par un drgument du type Schroder-Bernstein, il est possible de deduire du
résuitat précédent le théoréme suivant :

THEOREME 5. — Supposons que pour chaque 1 €T, F (1) soit dense-en-soi. Alors(a) F admet
2% sélecteurs boréliens, de graphes deux a deux disjoints :

{b) F admet une paramétrisation A mesurable, ou A est la tribu sur T x X engendrée par les

ensembles analytigues;
(c) si de plus Graphe (F} est borélien, F adme! une paramétrisation borélienne.

{*} Remise le 6 avril 1981,
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